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Vorbemerkung

Die Ubersetzung ist eine bearbeitete und ergéinzte maschinelle Rohiibersetzng. Die Ergénzun-
gen sind in blau, die Ubersetzung des Originalartikels in schwar.

Die Temperaturen in der Atmosphére sind nicht einheitlich. Deshalb sind Betrachtungen
zu den Wirmeiibergdngen bei uneinheitlicher Temperatur hilfreich. Auf klassischen Wege
existieren diese Kenntnisse schon seit dem 19.Jahrhundert |Stefan| [1879], [Wien| [1894]. In der
vorliegenden Arbeit ist iiber den Rechenweg der Quantentheorie die Richtigkeit dieser alten
Kenntnisse bestétigt. Obwohl das Hauptaugenmerk auf die Laser gerichtet ist, sind alle Be-
reiche abgedeckt. Auf Seite [20]ist nachgewiesen, dafl auch im Nichtgleichgewichtsfall der II.
HS der TD (Entropie) erfiillt ist. Der Bogen ist auch zur elektromagnetischen Hochfrequenz-
technik (z.B. Antennen, Seite gezogen, die z.B. fiir Handyverbindungen wesentlich ist
und wo keine Verbindung von kélteren zum wiarmeren Handy moglich wére, wenn die Gegen-
strahlung dem II. HS der TD widersprechen wiirde. Indirekt ist auch die Speisenerwérmung
mit Mikrowellenstrahlung (”niedrige Frequenzen” - Seite angesprochen.

Es wird nicht der Warmeiibergang zwischen zwei Korpern betrachtet, sondern nur die
Wechselwirkung Strahlungsfeld Materie. Zwar ist implizit beim Wiarmeiibergang durch
Strahlung zwischen zwei Korpern auch das Strahlungsfeld vorhanden, wird aber nicht ex-
plizit untersucht. Diese Unterschiede der Wirmeiibergénge sind auf Seite genannt. Zu
beachten ist allerdings immer, dafl auf der Erde nur die stationdren Verhéltnisse von Bedeu-
tung sind: Weil ein Teil der Wérme von der Oberfliche nicht {iber Strahlung abgefiihrt wird,
sondern iiber Konvektion (sensible und latente Wérme) sind die lokalen Temperaturen von
Strahlungsfeld und Materie nicht gleich (Seite - allerdings muf} das Gesamtstrahlungsfeld
betrachtet werden, wozu an der Erdoberfliche die Summe von Einstrahlung (Solarstrahlung
- Strahlungstemperatur > Oberflichentemperatur - und Gegenstrahlung - Strahlungstempe-
ratur < Oberflichentemperatur) und Ausstrahlung der Erdoberfliche gehoren.

Nicht Gegenstand der Untersuchung der Autoren war der Zeitbedarf des Geschehens, das
wurde im Abschnitt [§ auf Seite 25| ergéinzt. Um Alles abzurunden, wurde die Betrachtung
noch mit der Holderschen Ungleichung ergénzt.

Ich halte einen Grof3teil des Textes fiir Personen, die wenig oder nicht mit dem Forma-
lismus der Quantentheorie vertraut sind, fiir schwer lesbar - auch wenn der Text nach der
Computeriibersetzung noch stilistisch iiberarbeitet ist. In der Wikipedia bemiiht man sich,
die Artikel moglichst leicht lesbar zu machen. Um die Leseproblematik zu zeigen und den
Leser, denen die Schreibweise der Quantenmechanik vielleicht nicht so vertraut ist, mit der
Schreibweise bekannt zu machen, ist der Wikipedia-Artikel (Abschnitt [10 auf Seite 28)) zu
den Operatoren angefiigt.

Zusammenfassung

Ein in sich schliissige Konzept zur Nichtgleichgewichts-Strahlungstemperatur
wird eingefiihrt, mit der Verteilung der Energie iiber die Zustdnde. Wir beginnen
rigoros mit Ensembles von Hilbert-Rdumen und enden mit Beispielen aus der
Praxis, die vor allem basieren auf Lasern, deren Strahlung weit vom Gleichge-
wicht entfernt ist. Wir zeigen, dass bei Lasern die Strahlungstemperaturen sehr
hoch, aber nicht unendlich sind und von Intensitdt und Frequenz abhéngen.
Heuristische “Temperaturen”, abgeleitet von einer fehlerhaften Anwendung
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der Gleichgewichts-Argumente sind nachweislich falsch. Weitere allgemeine
Bedingungen fiir die Giiltigkeit der Nichtgleichgewichts Temperaturen sind
ebenfalls etabliert.
Original: 26. August 2002
Final: 8. Juni 2003
in American Journal of Physics verotffentlicht
Vol. 71, Nr. 10, Oktober 2003, pp. 969-978
PACS-Nummern: 05.70.Ln, 42.50.-p, 42.50.Ar, 42.55.Ah

1 Einleitung

Es scheint, daB fiir die Standard-Definitionen intensiver thermodynamischer Parameter, wie
der Temperatur, fiir ein betrachtetes System verlangen, dafl sich das System im thermody-
namischen Gleichgewicht befindet. In diesem Paper untersuchen wir die Entropie und Tem-
peratur der Strahlung auflerhalb des Gleichgewichts und zeigen, dass innerhalb begrenzter
Beschrinkungen, die kein Gleichgewicht erfordern, die Strahlungstemperatur wohldefiniert
ist und sich unterscheidet von irgendeiner mit der Materie verbundenen Temperatur oder
von plausiblen, aber falsch angewendet Gleichgewichts-Definitionen. Wir verwenden die La-
serstrahlung als unser wichtiges Beispiel.

Laser-Strahlung ist ein faszinierendes Beispiel fiir ein hoch organisiertes Quanten-System
der quasi-kohérenten Bosonen|M. Sargent IIT und W. E. Lamb)| [1974], Silfvast| [1996], Man-
del und Wolf| [1995]. Ein Laserstrahl wird unterstiitzt durch externes Pumpen, wodurch der
Laserstrahl weit entfernt vom thermodynamischen Gleichgewicht gehalten wird. Der Laser
teilt diese Eigenschaft mit anderen Steady-State-Systeme, die durch externe Einwirkungen
stationdr gehalten werden. Bei der Atmosphére z.B. durch die Solarstrahlung. Wir finden: die
Temperatur der Laserstrahlung iibertrifft bei weitem die Temperaturen, die der Laserreso-
nators und das Laser-Material des atomaren Ubergangs haben,. Eine falsche Zuordnung der
Strahlung zu der Materie-Temperatur (Oberflichentemperatur oder lokalen Atmosphéren-
temperatur) fiihrt zu fehlerhaften Bestimmung der Temperaturen der Laserstrahlung, die so
bis zu zehn Groflenordnungen zu klein sind.

Die Photonen-Zahl ist im Gegensatz zur Energie keine konservative Grofle. Die Gibbs-
Duhem-Beziehung fiir Strahlung Sd7T"— Vdp = 0, impliziert, dass man die beiden intensiven
thermodynamische Parameter, den Druck p (Konjugat des Volumen) und die Temperatur
T (Konjugat der Energie) auf einen unabhéngigen intensiven Parameter reduzieren kann,
wobei iiblicherweise T" benutzt wird. Die Features der Strahlungs-Thermodynamik, wie das,
das die Photonenruhemasse Null ist und das kein Ruhesystem existiert, macht die Thermo-
dynamik der Strahlung viel einfacher als die der Materie, die eine konstante Teilchenzahl
hat und chemisch konservatives Potenzial hat, das nicht Null ist [Essex und Kennedy| [1999],
Reichl [199§]. Dadurch sind bei Strahlung auch auflerhalb des Gleichgewichts generalisie-
rende intensive thermodynamische Parameter viel einfacher zu gewinnen. Deshalb kann fiir
die Strahlung eine Nichtgleichgewichts-Temperatur in einen natiirliches Zusammenhang ein-
gefithrt werden.

Eine zweckméflig definierte Nichtgleichgewichts-Temperatur hat physikalische Bedeutung.
Sie betrifft die Entropie Produktionsrate ¥, eine wichtige Grofle sowohl dafiir wie weit ein
System vom Gleichgewicht entfernt ist als auch dafiir wie schnell es sich dem Gleichge-
wicht néhert de Groot und Mazur| [1984]. Die Geschwindigkeit der Ndherung ist in diesem

IDie Quantentheorie hat beziiglich der Eigenschaften zwei wesentlich unterscheidbare Quanten: die Bo-
sonen und die Fermionen. Die Photonen gehéren zu den Bosonen.
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Paper nicht weiter ausgefiihrt, diese Frage ist im Abschnitt |8 auf Seite 25| behandelt. X
ist eine generische Form, die in dem Gleichgewichts-Ausdruck des Entropie-Differentials
dS = dQ/T wurzelt, wo d@ das Differential von Wirme- oder Zufalls-Energie ist, bei
Anderungen der System-Energie bleiben Volumen und Teilchenzahl konstant. Die Formel
Y ~ Jo(12)(1/Ty — 1/T3) driickt die Entropie aus, die durch zwei Teilsysteme (1,2) bei
Temperaturen 77,75 erzeugt wird bei dem Wéarmestrom-Austausch Jg(12). Die Tempera-
turen der Teilsysteme sind natiirlich in Ausdriicken fiir Entropieproduktion. ¥ ist positiv
semidefinit und verschwindet dann und nur dann, wenn 77 = T5 ist, der Bedingung fiir das
thermische Gleichgewicht. Der Warmestrom Jg(12) verschwindet in diesem Fall auch.

Die Differenz 1/T — 1/T; der inversen Temperaturen ist ein Mafl dafiir, wie weit die bei-
den Teilsysteme aus dem Gleichgewicht sind. Der Wéarmestrom Jg(12) ist ein Maf datfiir,
wie schnell sich die Teilsysteme dem Gleichgewicht einander ndhern, wenn kein externen
Pumpen fiir das System angenommen wird (oder wenn die Sonne abgeschaltet wiirde). (Mit
externen Pumpen, ist Jg(12) ein Maf dafiir, welche Leistung in das System eingespeist wer-
den muf}; um es vom Gleichgewicht abzuhalten, bzw. es stationédr zu halten. Im Falle der
Atmosphére ist es die Frage welche Solarleistung fiir die Aufrechterhaltung der beobachte-
ten Temperaturen notig ist, bzw. welche Temperaturen sich einstellen miissen, damit die
Solarleistung das System Erde stationdr hélt.) Das Produkt dieser beiden Groflen, darge-
stellt mit X, verbindet die beiden Groflien zu einer einzigen charakteristischen Grofle eines
Nichtgleichgewichts-Prozesses.

Die Biicher von Reichl| [1998] und |de Groot und Mazur| [1984] erlautern ausfiihrlich die
Bedeutung und Rolle der Entropie-Produktion von Nichtgleichgewichts-Materie-Systemen.
In Abschnitt [Essex und Kennedyl, [1999] und [Bludman und Kennedy, 1997]
werden die Entropie-Produktion in Strahlungs- und Strahlung-Materie-Systemen dargestellt.

2 Fehlanwendungen der Temperatur auBerhalb des
Gleichgewichts

Viele Formeln fiir verschiedene physikalische Gréflen haben Einheiten der Temperatur. Die-
se Formeln sind h&ufig so definiert, wie die Temperatur in einem Gleichgewichts-System
wire, wenn die Energie, Entropie, Anzahl, etc., alle in einer bestimmten Art und Weise
umgeordnet wire. Es gibt viele Moglichkeiten, ein Systems in einem Gleichgewichtszustand
umzuordnen. Folglich sind viele Definitionen dieser pseudo Temperaturen moglich, aber keine
reprisentiert eine Temperatur des aktuellen Systems, und die Anwendung der Temperatur
auf Nichtgleichgewichts-Systeme ist mehrdeutig Sieniutycz und Berry| [1993].

Betrachten wir einen Helium-Neon-Laser mit dem Ubergangs-Linie Ao = 632.8 nm. Ein
heuristisches, aber falsches Argument setzt die mittlere Photonenenergie gleich kgT'. Das
wiirde diesen Ubergang mit einer Temperatur kgTy = he/ o oder Ty ~ 2 x 10K verbinden.
Diese Grofle Ty wiirde die Temperatur eines schwarzen Korpers sein, wenn die Verteilung
von Energie zwischen den Photonen eine durchschnittliche Energieverteilung der Photonen
entsprechend der in Frage stehenden Temperatur wire. Aber die Verteilung ist fiir alle Laser
weit entfernt von einem Schwarzkorper. Tj bezieht sich auf ein Photonengas mit einer anderen
Verteilung von Energie und Entropie. So hat Tj keine direkte physikalische Bedeutung fiir
Laserstrahlung, welche weit entfernt ist vom Gleichgewicht mit sich selbst und seiner Materie-
Quelle.

Laserstrahlung wird oft so idealisiert, dafl sie sowohl eine unendliche Temperatur hétte
als auch die Laser als eine Quelle reinen Arbeit, obwohl letztendlich diese Interpretation
unbefriedigend ist. Es wiirden leistungsfihige Rontgenlaser auf gleiche Augenhohe gestellt
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mit einem roten Taschen-Laserdioden-Pointer, der durch Uhrenbatterien gespeist wird. Gibt
es keinen Unterschied in der ” Temperatur “? Es scheint keinen zu geben, wenn beide Laser
mit unendlicher Temperatur beschrieben werden.

Andere mogliche Pseudo-Temperaturen sind die Temperaturen, die ein Strahl hétte, wenn
die gleiche Energie oder die gleiche Entropie verteilt wiirde, zum Beispiel als eine Schwarz-
Korper-Verteilung. Solche Temperaturen wiederspiegeln nicht die tatséchliche Verteilung der
Energie, Entropie und Photonenzahl in den Strahl. So unterschiedlich diese Definitionen von
einander sind, wiirden sie alle iibereinstimmen, wenn die Laserstrahlung in ein thermodyna-
misches Gleichgewicht gezwungen wiirde.

Es gibt andere Definitionen der Nichtgleichgewichts-Temperatur, die die tatséchliche
Energie- und Entropie-Verteilung wiedergeben. Zum Beispiel, haben Objekte im Labor rund
um die Laser sinnvolle lokalen Temperaturen. Das Material um einen He-Ne-Laser wird eine
Raumtemperatur Tz;mmer ~ 300 K haben und das He-Ne-Gas wird T, ~ 400 K haben.

Die invertierten Besetzungsdichten Ny, und N; der oberen und unteren Laser-
Energieniveaus Fy und F; sind mit einer Temperatur 75, formal durch eine Boltzmann-
Verteilung zu beschreiben,

Es — El}
BB 1
kg1 (1)

die aber nicht fiir alle Niveaus zu halten ist. Eine solche Pseudo-Temperatur kann nur fiir
jeweils zwei Niveaus definiert werden. In diesem Fall bedeutet die Definition und die inver-
tierte Besetzungsdichte einen negativen Wert fiir T5;. Aber einer solchen Definition fehlt eine
thermodynamische Begriindung.

Obwohl die inverse atomaren Besetzung fiir die Laser-Wirkung wichtig ist, gibt es keinen
Grund einem Strahlungsfeld diese Temperatur T5; zuzuordnen, als eine separate Einheit mit
eigener Thermodynamik. In Abschnitt [4 auf der néchsten Seite] und Abschnitt
werden wir die natiirlichen Strahlungs-Temperatur erlautern, die ihren unverwechselbaren
Charakter darstellt, und verweisen auf eine allgemeinere Definition im Sinne einer Ener-
gieverteilung iiber die Zustdnde. Temperatur entsteht nicht als Proxy fiir Energie, sondern
als ein Maf} dafiir, wie die Energie unter den verschiedenen Mikrozustdnde organisiert ist.
Sie besitzt eine strenge Definition und spielt eine natiirliche Rolle bei Nichtgleichgewichts-
Systemen bei heuristischen Ad-hoc-Berechnungen Silfvast| [1996].

3 Die Dynamik des Strahlungsfeldes

Wir analysieren das Strahlungsfeld in einem kleinen Kasten und zerlegen es in ebene Wellen-
Modi M. Sargent III und W. E. Lamb| [1974], Merzbacher| [1969]. Jeder Feld-Modus des
Wellenvektors k und einer bestimmten Polarisation fiillt den Raum. (Wir ignorieren der
Einfachheit halber die Polarisation in diesem Paper, da sich dadurch nicht die Allgemeinheit
der Argumentation dndert.) Der grundlegende Moden-Variable ist die komplexe Amplitude
ax = axe', mit den Gréfen Amplitudenbetrag ax und Phase ¢y.

Jeder Modus ist ein linearer harmonischer Oszillator und kann auf einen gequantelten
harmonischen Oszillator abgebildet werden durch die Vernichtungs- (Erzeugungs-) Opera-
toren dy (al) |... Wikipedia|, die fiir jeden Modus [dy, al] = i erfiillen. Der Zustand von
einem Modus existiert in einem unendlich-dimensionalen Hilbert-Raum. Die Besetzungsahl
|n) bildet ein vollstdndiges Orthonormalsystem der Zahl der Eigenvektoren des Operators
zu verschiedenen Photonenzahlen: 7y |ni) = afax|ne) = melny) und 3, |n)(n| = 1. Der

Hamilton-Operator des Feldes ist H = 3, hv(fy 4 1/2), mit v = ck. Der Zustand des ge-



samten Feldes ist das direkte Produkt aller seiner Moden-Zusténde und existiert in einem
Feld-Hilbert-Raum (Fock-Raum).

Eine alternative Grundlage sind kohérente Zustidnde |ay), die Eigenzustdnde der Ver-
nichtungsoperators: ay|ox) = ax|ax), so definiert, dass die Erwartung der Besetzungszahl
Ny = (auc]af éne|are) = |ax|® = a2 ist. Kohirente Zustinde geniigen

n
_le?

e 2. (2)

d*a A 1 2\ (g «
— =1 — o zla=pBP+im(5*a) _
[P aal =1 (3la) = ko) = =

Der Zustand |ay) ist das Quanten-Analogon eines einzigen klassischen Modus k mit der
Amplitude ay. Physikalische Ergebnisse konnen erreicht werden entweder auf Basis der
kohérenten Zusténde oder auf Basis der Besetzungszahl der Photonen |n) [Merzbacher| [1969).

Problem 1: Wir benutzen die Definition von (n|a), um die obige Identitdt herzuleiten: Das
Ergebnis fiir die Ableitung (f|a) und die Integralidentitét fir kohérente Zusténde |a). Auch
wird direkt gezeigt, durch Ausweitung von |«) in |n), dass a|a) = a|a) ist.

Die Thermodynamik erfordert eine statistische Beschreibung mit einem Ensemble von
vielen Fock-Raumen. Jeder Modus verfiigt {iber ein Ensemble von Amplituden und Phasen
und das Ensemble des gesamten Feldes ist das direkte Produkt der Moden-Ensembles |[Reichl
[1998].

Sehr hohe Temperaturen sind in bosonischen Systemen bei niedriger Entropie und hohen
Energien zu erwarten, die vom thermodynamischen Gleichgewicht entfernt sind, wie die
LASER. Derart hohe Temperaturen sind natiirlich fiir Bosonen, weil diese kein Ausschluss-
Prinzip haben. Im Idealfall, kénnte in einem Vielteilchen bosonischen System die Entropie auf
Null gebracht werden, indem alle Teilchen in einen Einteilchen-Zustand, ohne Verdnderung
der System-Gesamtenergie, gebracht werden. Wie in Abschnitt 4.3 auf Seite 10| gezeigt wird,
wére die Temperatur dieses Zustandes unendlich, wenn die Gesamtenergie erhalten bleibt.

4 Nichtgleichgewichtsthermodynamik

Das statistische Ensemble eines System definiert die Entropie des Systems. Die Definition der
Temperatur eines Systems oder Teilsystems erfordert die Beschréankung auf Fille, wo Entro-
pie und Energie eine funktionale Beziehung haben. Eine physikalisch sinnvolle Definition der
Temperatur sollte den tatséchlichen System-Zustand wiederspiegeln und die Gleichgewichts-
Temperatur richtig einbeziehen.

4.1 Die Entropie im Allgemeinen

Zur Definition der Entropie, benutzen wir ein Ensemble aus einer groflen Anzahl M von
Kopien eines Systems, von dem wir annehmen, daf§ es aus diskreten, zdhlbaren “Dingen” ge-
macht wurde. Physikalisch sind diese Dinge die grundlegenden Freiheitsgraden des Systems.
Wegen der statistischen Schwankungen, ist jedes Exemplar mikroskopisch verschieden und
unterscheidbar von den anderen.

Betrachten wir die Entropie zweier System-Kopien. W; mége die Gesamtzahl der Moglich-
keiten sein, wie die erste Gruppe von Dingen arrangiert werden kann und W5 die entspre-
chende Zahl fiir die zweite Gruppe der Dinge. Die Gesamtzahl der Moglichkeiten W, wie mit
beiden Gruppen arrangiert werden kann, ist das Produkt W = W; x Wj. Fiir die Entropie,
wollen wir eine Funktion von W haben, die iibereinstimmt mit der iiblichen Definition fiir
den speziellen Fall des Gleichgewichts. Deshalb muss diese Funktion von W so von der Kom-
bination der beiden Teilsysteme abhéngen, dass die Entropien der separaten Teilsysteme



addiert werden. Eine solche Funktion muss eine lineare Funktion des Logarithmus von W
sein. Die Definition S = kgIn W ist - bis auf einen multiplikativen Faktor und eine irrele-
vante additive Konstante - die einzige Funktion, die das tut. Beachten Sie, dass die Entropie
additiv sein sollte, muss aber nicht in einfacher Weise mit der Gréfle des Systems skaliert
werden. Bei einem Nichtgleichgewichts-System brauchen die Teilsysteme, obwohl sie additiv
zum Ganzen beitragen, weder homogen zu sein und noch wére ihr Beitrag eine einfache
Skalierung.

Jede System-Kopie hat die gleichen internen Wahrscheinlichkeiten p,, fiir einen bestimmten
Zustand o. Die Zahl von System-Kopien im Zustand o ist Mp, = m,. Nehmen wir an, dass
das Ensemble m; Systeme im Zustand o, hat, my Systeme im Zustand o, etc. Die Zahl der
Moéglichkeiten wie dieses Ensemble aus den System-Kopien erstellt werden kann, ist

Wi = M!/[milms! .. omg! .. ] (3)

und die Entropie fiir jedes Mitglied des Ensembles ist S = kg In(Wy,)/M. Fiir grofie M,
ergibt die Stirling-Formel

MS = kg[MIn M = "(m, Inm,)]. (4)

(Die Stirling-Approximation ist n! ~ n"e "y/27rn fiir groBe n. Wir ignorieren additive
Konstanten in der Entropie, da diese von den thermodynamischen Zustand des Systems
unabhéngig sind.)

Da m, = Mp,,

S = kp[lnM = (p,InM + p,Inp,)]
= kp[(1— Zpg) In M — Zpo In p,]

= —kp Y polnp, (5)

wobei die letzte Zeile aus ) |_p, = 1 folgt und das Ensembles der System-Kopien unabhéngig
ist.

Ein thermodynamisches statistischen Ensemble des Systems ist dquivalent zu einem nor-
malisierten, hermiteschen Dichte-Operator p: Tr(p) = ) p, = 1. Die p, sind die Eigenwerte
von p mit den Eigenvektoren |o). Jede Observable O hat einen statistischer Mittelwert

(0) = Tx(pO) = Y py(0]Olo) (6)

Der Mittelwert des Operator —kpInp ist die Entropie S = —kBATr(ﬁ In p). Die mittlere
Energie E' = Tr(pH) ist der Durchschnitt des Hamilton-Operators H Reichl| [199§].

4.2 Die Giiltigkeit der Nichtgleichgewichts-Temperatur

Auflerhalb des Gleichgewichts fehlt der Entropie S eine klare funktionale Abhéngigkeit von
der Gesamtenergie F, und die Definition von T wird mehrdeutig. Jedoch mit einer wich-
tige Verallgemeinerung ist ein 7' mit gewissen Einschrinkungen immer noch moglich. Die
entscheidende Voraussetzung ist, das ganze System so in Teilsysteme zu zerlegen, dafl de-
ren Entropien nur Funktionen der Energie des einzelnen Teilsystems sind. Das heifit, das
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Nichtgleichgewichts-System muss in Teilsysteme zerlegt werden, von denen jedes Einzelne
sein eigenes Gleichgewicht hat. Die Beschriankung auf das volle Gleichgewicht ist unnotig.

Wir schreiben das komplette System der Hamilton-Operatoren als H = > flp—i—z >p H,,,
wobei die erste Summe die Summe iiber die einzelnen Teilsysteme und die zweite Summe die
Summe iiber alle Wechselwirkungen zwischen den Teilsystemen ist. Der vollstandige p wird
entwickelt iiber die Quanten-Liouville Gleichung ihdp/dt = [H, ). Um fiir ein bestimmtes
Teilsystem p eine klar definierte Thermodynamik zu haben, sind die folgenden Beschriankun-
gen notwendig:

(1) Der Dichte-Operator des Gesamtsystems p muss faktorisierbar sein in unabhéngige
Teilsysteme: p = ®,p,. Diese Zerlegung bedeutet, dass die Entropie des Gesamtsystems S
eine Summe iiber Teilsysteme: S =3 .S, ist.

(2) Der Kommutator [ﬁp, pp] muss gering oder null sein. Dann sind p, und lffp gleichzeitig
diagonalisierbar, und eine funktionale Beziehung p, = p,(H,) ist méglich. Die Wahrschein-
lichkeiten des Ensembles der Teilsysteme sind p,, = (o|p,(H,)|0) = p,, (E,,). Das heift,
jeder Eigenwert pp von p, ist nur eine Funktion des entsprechenden Eigenwerts Ep . Er
ist keine Funktion der anderen Energiecigenwerte Ep, von Teilsystem p oder der {£,, } der
anderen Teilsysteme ¢. (Wenn die Wechselwirkungen ﬁpq zwischen den Teilsystemen ver-
nachlissigbar sind, dann ist die Energie £/ des Gesamtsystems eine Summe {iber die FEs
und jedes einzelne Teilsystem ist in einem stationéren Zustand. Aber diese Beschrankung ist
nicht erforderlich. Zum Beispiel, sind die Modi der Laserstrahlung im Laserresonator stark
abhéngig vom externen Pumpen.)

Diese besonderen Umstédnde erlauben eine funktionelle Beziehung zwischen den Durch-
schnittswerten der Entropie und der Energie fiir jedes Teilsystem des Ensembles, so dass
diese nicht von der spezifischen Wahrscheinlichkeits-Verteilung {p,} abhéingen. Das bedeu-
tet S, = S,(E,), was zu einer natiirlichen Temperatur des Teilsystem p fiihrt:
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wobei T}, ist eine Verédnderungsrate zwischen extensiven Groéflen, wie sie in der Thermody-
namik normal ist. Eine solche Beziehung besteht fiir Photonen, wenn die Teilsysteme iiber
geniigend kleine Energiebereiche gewéhlt sind. Wir bemerken, dass

1. die funktionale Beziehung S, = S,(E,) eine Zustandsgleichung ist.

2. wenn S, ist eine Funktion der E,, fiir ¢ # p, ist die Temperatur 7, auch definiert, ist
aber nicht eine Funktion des Teilsystems p allein.

3. Wenn viele Teilsysteme in Kontakt miteinander sind, stellen ihre Temperaturen die
Grundlage fiir ihr vollstdndiges thermischen Gleichgewicht dar. Fiir jedes Paar von
Teilsystemen (p, q) gilt T, = T, = T, wobei T ist die einzige Temperatur des Gesamt-
systems: 1/T = 0S/0F.

Ein bekanntes Beispiel fiir solche Teilsystem-Temperaturen tritt im lokalen thermodyna-
mischen Gleichgewicht eines Strahlungsfeldes auf, das typisch fiir Sterninnere ist Bludman
und Kennedy| [1997], [Mihalas und Weibel-Mihalas [1999]. In diesem Fall werden periodische
Randbedingungen angewendet fiir kleine lokale Boxen bei Positionen r. In jeder Box kann fiir



jeden Fourier-Modus k des Ensemble ein anderes Feld und dessen Temperatur 7'(k) definiert
werden. (Moden mit sehr langer Wellenléngen, die nicht in die kleinen lokalen Boxen passen,
miissen ignoriert werden.) So hat jedes Teilsystem einen besonderen Modus k in einer Box
bei r und 7, wird eine Temperatur 7'(r, k) im Photonen-Phasenraum. An einem Punkt r im
Raum ist dle Strahlungstemperatur der Photonen eine Funktion des Frequenz-Modus v = ck
und der Richtung k und wird konventionell geschrieben als T, (k). In Abschnitt |5
méchsten Seite] und Abschnitt [6 auf Seite 16 zeigen wir, wie sich diese Temperatur natiirlich
als reale thermodynamische Temperatur entpuppt.

4.3 Reine Zustinde und unendliche Temperatur

Ein reiner Zustand hat die Entropie Null. Eines der p, (sagen wir p,) ist Eins, wihrend
die anderen verschwinden und so ist S = 0. Es gibt viele Moglichkeiten, um einen reinen
Zustand bei einem idealisierten Lasers zu realisieren. Die beiden einfachsten sind ein rein
kohédrenter Zustand p = |a)(«| oder ein reiner Besetzungszahl-Zustand p = |n)(n|.

Problem 2: Im Allgemeinen ist p eine Mischung von Projektions-Operatoren iiber verschie-
dene Zustédnde, z.B. in der Zahlenbasis p = > pum|n)(m|. Aber das Ensemble von einem
reinen Zustand [¢) ist p = [¢)(¢|, ein einziger Projektions-Operator ist keine Mischung.
Zu beweisen ist, dass die Eigenwerte eines reinen Ensemble nur eins oder null sein kénnen.
Tipp: Ein normalisierter Projektionsoperator II = [) (Y] mit (Plyp) = 1 erfiillt 2 = II.
Dann ist zu schliefen, daf§ die Eigenwerte p eines reinen p die formal identisch Gleichung
p? = p erfiillen.

Wir definieren eine Single-Mode-Ensemble {p, }. Der Ensemble-Mittelwert der Energie ist
durch £ = ) _p,E, gegeben, wobei E, = (o|H|o). Die Temperatur des Teilsystem wird
durch eine Ableitung definiert:

1 — Zo’ ]'npo' dpa (8)
kgT Zo’ Ey dpa

wobei Y _dp, = 0.

Diese Definition der Temperatur eines Teilsystems ist eine einfache Anpassung des thermi-
schen Gleichgewicht der Teilsysteme iiber die Ensemblemitglieder. Dieses Argument verlangt
nicht, alle Mitglieder des Ensembles zu beteiligen, aber fiir die Wahrscheinlichkeiten wird
angenommem, dass sie normalisiert werden iiber die aktiven Mitglieder des Ensembles, der
Rest wird ignoriert. Gleichung stellt somit eine legitime Gleichgewichts-Temperatur nur
jener Ensemblemitglieder dar, die in die Summation einbezogen waren.

Betrachten wir zwei Fille, die auf einer Abfolge der Wahrscheinlichkeitsverteilungen der
Gleichgewichts-Teilsysteme mit der Temperatur basieren, die durch Gleichung ([§) definiert
wurde:

(1) Im Gleichgewicht iiber alle Ensemble-Mitglieder sind die p, sehr gering, weil die Wahr-
scheinlichkeit iiber das ganze Ensemble verteilt ist. So wie die mittlere Ensemble-Energie £
fallt, wihrend das Gleichgewicht erhalten bleibt, wird der Mittelwert von den niedrigsten
Werten der {F,} bestimmt und bei den anderen werden tiefere und tiefere Energiezusténde
besetzt. Dann wird {p,} dominiert von einem p, — 1, wihrend die anderen verschwinden.
Aber in den meisten Systemen verschwindet der Nenner in Gleichung ( schneller als der
sich langsam &ndernden Logarithmus des Zahlers. So geht im Gleichgewicht T" — 0 sowohl
E als auch S — 0. Das klassische Beispiel ist das Bose-Einstein-Kondensat [Reichl| [1998].

(2) Im Nichtgleichgewichts-Fall, der in diesem Paper interessiert, ist die mittlere Ener-
gie E' des Ensembles unverdanderlich. In diesem Falle verteilen sich Energie und Ensemble-
Wahrscheinlichkeit in Ensembles sukzessive in kleinere eingeschrénkte Teilrdume des Hilbert-
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Raum. Die Energie wird nacheinander auf diesen kleinere Ensembles im Gleichgewicht ge-
halten. Gleichung (8 auf der vorherigen Seite)) gilt noch in diesen kleineren Ensembles, aber
E und {p,} sind iiber weniger Zustdnde verteilt. Ein p, ist ndherungsweise eins und die
anderen verschwinden. Die Anzahl der Ensemble-Mitglieder sinkt auf eins, dem Grenzfall
des reinen Zustands, und fiihrt im Grenzfall der moglichen Teilsystem im Ensemble zu dem
Grenzwert

1 Inp,

kT~ E;
fiir die Temperatur. So wird 7" — oo fiir einen reinen Zustand, wenn die Gesamtenergie
erhalten bleibt, widhrend die Entropie verschwindet.

Diese Ergebnisse zeigen, wie Temperatur nicht nur von der Ensemble-Energie F,, sondern
auch von der Ensemble-Verteilung {p,} abhingt.

Das Strahlungsfeld eines realen Lasers ist kein reiner Zustand. Jeder Modus hat ein sta-
tistische Ensemble von Amplituden oder Besetzungs-Zahlen, mit der damit verbundenen
Entropie. So als ob das Feld erhélt eine klassische oder Quanten-Beschreibung, hat ein realer
Laser keine unendliche Temperatur, obwohl Laser-Temperaturen oft als unendlich idealisiert
werden.

—0 (9)

5 Strahlungs-Entropie und Temperatur

Ab diesem Punkt werden wir mit einzelnen Photonen-Moden k arbeiten und lassen die Mode-
Label dort weg, wo sie nicht gebraucht werden. Statistische Ensembles von Strahlung kénnen
durch einen Dichte-Operator p beschrieben werden M. Sargent IIT und W. E. Lamb [1974],
Mandel und Wolf| [1995], Reichl [1998]. Obwohl ein realer Laser nicht in einen kohéren-
ten Zustand ist, ist der kohérente Zustand als Grundlage besonders niitzlich, weil er die
Strahlungs-Modenbeschreibung mit Amplitude und Phase mit der Photonen-Zahl und Ener-
gie verbindet.

Im Prinzip kénnten wir die Entropie S und andere thermodynamische Funktionen mit p
berechnen und finden T'. Aber es ist schwierig, S fiir beliebige p berechnen. Wir betrachten
nur den Spezialfall, wo das Strahlungsfeld des statistischen Ensemble unabhéngig von der
Phase ¢ ist. Fiir die meisten Laser ist die Phase in vollem Umfang zufillig. Die Moden-
Energie £ = hvN ist immer Phasen-unabhéngig, sie hangt nur von der Erwartung N =
Tr(a'a) der Photonenzahl des Ensembles. In diesem eingeschriinkten Fall beeinflufit die Phase
weder S noch T'. Diese Einschriankung vereinfacht S(N) das Nichtgleichgewicht zu einer
allgemeinen Form, mit der wir durch einfache Zahlung ein Argument fiir Bosonen erhalten.

B

5.1 Koharente Zustands Basis — zufillige Feld-Phase

Der Dichte-Operator kann iiber kohérente Zustinde p = [d*aP(«a)|a){a| ausgedehnt werden
und wird dann auf die |n) Basis projiziert p,, = (n|p|m). Die Normalisierung ist unverénder-

2Eine Laserstrahlung ist meist kohirent, aber der Anfangswert der Strahlungs-Phase ist zufillig. Einmal
ausgewihlt, sind die Phasen aller Laser-Atome gekoppelt. Der Einfachheit halber ignorieren wir die wichtige
Ausnahme des Moden-gerasteten-Lasers, bei dem externe und interne Signale nichtlineare Modenkopplungen
Pick-and-lock eine Phase fiir den Strahlen-Modus selbst rasten. Ohne eine solche Garantie, wird selbst
eine anfingliche scharf definierte Strahlungs-Phase statistisch diffundieren bis zu einem Ensemble iiber das
Intervall ¢ € [0, 2m).
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lich, Tr(p) = [d*a P(a) =3, Pun = 1.E|

Die Entrople ist durch S = —kpTr(plnp) = —kp ), (n|pln pin) gegeben. Wir beschrénken
die Verteilungs-Funktion P(«) dahingehend, dafl sie unabhéngig von Phase ¢ ist und nur
vom Modul a abhéngt. Die Matrix p,, wird dann diagonal:

2n+1

e~ P(a) (10)

P / ainla)(a]m) P(a) = 276, 7@

0

n:

Die Entropie vereinfacht sich zu S = —kg >, p,Inp,. Die Eigenzustidnde |o) von p sind
die Besetzungszahl-Zusténde |n). Die Verteilung P(«) ist phasen-unabhéngig, wenn die Pha-
senverteilung fiir die Amplitude « zuféllig im Intervall ¢ € [0, 27) ist.

Die Beschrankung auf zuféllige Phase und das Ergebnis, dass der Moden-Zustand durch
Zéhlen der Anzahl Photonen allein charakterisiert werden kann validiert die Phasenraum-
Néherung zur Photonen-Thermodynamik. Fiir jeden Feldmodus, beschrieben durch eine Wel-
lenzahl k, ist der Moden-Zustand ausschliefSlich bestimmt durch seine mittlere Photonen-
Besetzungszahl Ny = ) pk, nk E]

5.2 Phasenraumreduktion: Photonenzdhlung

Wird das statistische Ensemble des Feldes phasen-unabhéngige gemacht, so erméglicht das
es uns nach S(N) durch einfaches Abzdhlen Zustanden fiir identische Bosonen, zu suchen,
indem die Feldquanten als Teilchen behandelt werden. In diesem Fall ist die ganze Entropie
durch die Zufilligkeit der Phase bestimmt. Die Argumentation dieses Abschnitts isr parallel
zu Abschnitt 4.1 auf Seite 7l

Betrachten Sie N identische Dinge und sie auf G mogliche identisch Orte zu setzen. Stellen
Sie sich vor, nicht zu wissen, wo die N Dinge zu den Orten G gehoren. Dann gibt es (N +
G — 1)!/NY(G — 1)! = W Maoglichkeiten der Verteilung der N Dinge auf die G Pldtze. Nun
fithren wir ein Ensemble von M System-Kopien ein, wobei jede Kopie mit ¢ markiert wird.
Fiir Systeme wie Laser mit einer groflen Zahl von Photonen, kénnen wir davon ausgehen,
dass G und N > 1 ist und die Stirling-Nédherung verwenden diirfen. G und N héngen von
der System-Kopie ¢ in das Ensemble ab. Die Entropie ist dann:

MS = k;BZ[—G In Gy + (Gy + N,)In(G, + N,) — N, In N,]
= kBZG 1+n)In(1+n) —nlnn), (11)

wobei n, = N,/G, die mittlere Besetzungszahl im Ensemble ist und néhert sich der o-
unabhéngigen Grenze n = N/G mit G =) _G,/M fiir M — oo. Weil hv/T = 0S/ON und
N = Gn,

hv

— 1\
In (1-1——)
n

Die allgemeine Darstellung des kohérenten Zustandes p is [d*a d*SR(a, 8)|a)(B| ist aber fiir unsere
Zwecke in dieser Form nicht erforderlich.[M. Sargent IIT und W. E. Lamb, [1974)

4Dieses Ergebnis spiegelt die Komplementaritit der Photonen-Zahl und Feldphase. Der Quanten-Phase
(Susskind- Glogower) Operator exp(ub) = a/Vaal = Y |n){n + 1| ist nichtdiagonal in der |n) Basis. Der
Kommutator [exp(qu) n] = exp(qu) # 0. Siehe [Walls und Milburn| (1994] fiir eine detaillierte Erforschung
der Strahlungs-Phase im Quanten-Fall.

kT = (12)
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Problem 3: Kombinieren Sie Gleichung (|11 auf der vorherigen Seite) und Gleichung (|12
lauf der vorherigen Seite)) um S in Termen von T auszudriicken.

Um das Ergebnis von Gleichung (|12 auf der vorherigen Seite]) mit den Observablen der
Strahlung zu verbinden, identifizieren die G “Pldtze” mit der Fourier-Raum der Moden k
und verwenden die allgemeine Beziehung zwischen der mittleren Besetzungszahl n und der
spezifische Intensitiit I,(k): n = ¢2I,(k)/hv?, wobei I, (k) die Strahlung Energie / Raum /
Zeit / Frequenz / Raumwinkel Mihalas und Weibel-Mihalas [1999], [] ist. Der daraus resul-
tierenden Ausdruck fiir die Temperatur,

kpT, (k) = (13)

kann auch vom Ausdruck des Planckschen Schwarzkorperstrahlers hergeleitet werden fiir I,
durch die Losung fiir T und Definition der daraus resultierenden Temperatur vom Term
I,,. Der Wert von I, kann dann beliebig sein Essex und Kennedy [1999]. Die Strahlungs-
Temperatur indert sich in Abhiingigkeit sowohl von der Strahlrichtung k als auch von der
Frequenz v. Aufler bei der Frequenz Null, ist 7, nur Null fiir verschwindendes n oder I,
(Photonen im Vakuum).

5.3 Die Temperatur als Lagrange-Multiplikator

Anstelle von Gleichung ([8 auf Seite 10) mit ihren Annahmen iiber Wahrscheinlichkeiten,
kann stattdessen die Temperatur als Lagrange-Multiplikator zur Maximierung der Entropie
bei Erhaltung der mittleren Energie des Ensemble benutzt werden. Dieses Verfahren kann
erweitert werden auf Teilsysteme, wie ein einziger Strahlen-Modus oder eine Sammlung von
Modi, die einen Fourier-Teilraum K bilden - einen Teil des gesamten Moden-Raums. Die
Schlussfolgerungen der vorhergehenden Abschnitte werden in einer anderen Weise bestétigt,
solange der Modus Phasen zufillig sind.

Wenn wir Gleichung (11 auf der vorherigen Seite|) im Fourier-Raum ausdriicken, ist die rea-
le rdumliche Volumendichte s die Entropie von Photonen, die zur Wellenzahl k und Frequenz
v = ck in den Fourier-Unterraum K beigetragen:

&k
(27)

wobei n die mittlere Besetzungszahl ist. Die reale rdumliche Volumendichte e der Energie in
K ist:

(14)

w

s :/kB[(l +n)In(1 4+ n) —nlnn]

e :/nhy(;iTk)3 (15)

Die maximale Entropie wird bei unveréinderter Energie durch die Losung der Variations-
aufgabe ermittelt (5 ist der Lagrange-Multiplikator der Variationsaufgabe)

0= 6(s + Be) = /5 [m (”T”> _ Bhu] (;‘lng)g (16)

SFiir viele Laser-Anwendungen, ist es sinnvoll, die Energiedichte des Strahls als ungefihr u = hvn = I /c
zu nihern. Aber diese Beziehung impliziert einen exakt parallelen Strahlengang und eine unphysikalische
Delta-Funktion der Intensitdt beim Winkel.
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woraus wir schlieﬁenﬁ7 dass

1
e (17)
Wir finden eine scheinbare Schwarz-Korper-Verteilung fiir die spezifische Intensitét:
hv? 1
=" (18)

02 ehl//k‘BT _ 17

und identifizieren deshalb den Lagrange-Multiplikator mit § = 1/kgT. Wir definieren die
spezifische Intensitédt der Entropiestrahlung J, durch Photonen-Zihlung, die gleiche Weise,

wie die spezifische Energie-Intensitét I, definiert ist [Essex und Kennedy, 1999]. So finden
wir eine andere Version von Gleichung (|7 auf Seite 9)):

1 aJ,(k)
T,(k)  01(k)

Wenn K alle Fourier-Rdume wiren, dann wére diese Verteilung ein Gleichgewicht mit
einer einzigen Temperatur 7. Aber dann hétten wir K nicht beschrinkt. Wenn K ein Teil
der Fourier-Raum ist, ist die Verteilung eine Schwarzer-Korper-Verteilung, aber beschrankt
nur auf seine Doméne des Fourier-Teilraums. Dieser Teilraum ist komplett mit seiner eigenen
Temperatur kgT[K] = 0E[K]/ds[K], obwohl nicht die gesamte Verteilung vorhanden ist.
Die Einfachheit der Strahlung-Thermodynamik wandelt die Funktionen s = s(n[K]) und
e = e(n[K]) in eine implizite Funktion s(e) iiber K, passend zu dem allgemeineren Argument
des Abschnitt [4.2 auf Seite 8 Daher bildet jedes K ein unterschiedliches thermodynamisches
System mit einer Temperatur, die durch Gleichung (13 auf der vorherigen Seite)) gegeben ist
oder erhalten wird durch Umkehrung von Gleichung (|18]).

Dieses Argument kann erweitert werden zu einem K mit dem Volumen Null. Mit dem
Ausdriicken einer bestimmten Strahlungsenergie sowohl in einen verschwindend kleinen Fre-
quenzintervall Av und als auch Raumwinkel AQ des Strahlungs-Kegels, erhalten wir die
unendliche Temperatur von einem reinen Zustand fiir einen Modus k mit v = ck, wie wir
anschliefend zeigen.

Betrachten wir eine beliebige feste spezifische Intensitéts-Verteilung I, und zerbrechen
diese in zwei Teile, eine Schwarz-Korper-Funktion B, konstanter Temperatur 7', plus eine
endliche abweichende Verteilung DV(R), die von der Richtung ab k abhéngen kann. So ist
I, = B, + D,. Die Energiedichte v mit (Av, AQ) wird gegeben durch

/ko/dyL, :/ko/dy(By+Dl,)
AQ Av AQ Av
hv?/c?
= /ko/dyehl’/kB—T_l +/ko/dV D,,. (20)

AQ Av AQ Av

(19)

cu

Wenn wir eine Variable x = hv/kgT substituieren, kann das erste Integral der rechten
Seite von Gleichung ([20) so neu dargestellt werden:

h (ksT\" 2’

AQ Az

5Die Losung der Variationnsaufgabe erfordert hier, daf die eckige Klammer identisch Null ist.
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Es ist klar, dass ein Gehen von Av auf Null bedeutet, dass Az ebenfalls auf Null geht. We-
gen Gleichung (13 auf Seite 13|) kann 7" nicht Null erreichen, aufler fiir Null-Intensitat 7, — 0.
Dieser Grenzwert wird nicht erreicht, weil wir voraussetzten, dass die Strahl-Energiedichte u
unverdndert ist. Weil die Integranden endlich sind, miissen die beiden Integrale in Gleichung
(21 auf der vorherigen Seite)) im Grenzfall Av und AQ auf Null zuriickgehen.

Daraus folgt, dass die zwei Doppel-Integral auf der rechten Seite der Gleichung (|20 auf]
lder vorherigen Seite]) bei dieser Grenze verschwinden, ebenso wie die Doppel-Integrale in
Gleichung (|21 auf der vorherigen Seite]). Wenn wir Gleichung (|21 auf der vorherigen Seite))
neu zu schreiben zu Gleichung (20 auf der vorherigen Seite]), so erhalten wir

. h rkpT\* . x3
Ahyr_I}O §<%> = Ahyrf}o {(cu —/ko/dVDV> [/ko/dxex — 1} 1} = 00 (22)
AQ—0 AQ Ax

AQ—0 AQ Av

Dies bedeutet, dafl T' unendlich wird, wenn eine feste Energie in einem einzigen Modus
konzentriert ist. Diese Grenze erreicht das besondere Ensemble von einem reinen Zustand,
das in Abschnitt [4.3 auf Seite 10] diskutiert wurde bei fester Energie mit null Entropie. Das
Ensemble degeneriert zu einem einzigen Hilbert-Raum, mit einer genauen Anzahl Photonen
Nx = E/hv oder einem Feld-Modus modulo ax = /E/hv. In dieser Grenze haben die
Durchschnittswerte des Ensembles keine statistische Unsicherheit. Der Modus fiillt ganz den
realen Raum und hat eine Wellenlédnge und eine Richtung, eine unverénderliche absolute
Amplitude und Energiedichte, aber eine zuféllige Phase. Die Phase ist unabhéngig von der
Energie und hat keine Auswirkungen 7. Dieses Ergebnis rechtfertigt das formal idealisierte
Bild von Laser Strahlung mit unendlicher Temperatur.

Wenn Strahlung im Gleichgewicht mit der Materie ist, bekommen alle Temperaturen der
Fourier-Teilrdume den gleichen endlichen Wert, I, kehrt zuriick zu einer kompletten Schwarz-
Korper-Verteilung wie in Gleichung (|18 auf der vorherigen Seite]), die aber fiir alle Moden
giiltig ist. Wenn die Sache selektiv ist in seiner Frequenz oder Strahlrichtung ist die Anderung
der Strahlung zum Gleichgewicht ebenfalls begrenzt. (Die Verteilung der Strahlungsinten-
sitét kann im allgemeinen durch die Losung der Strahlungs-Ubertragung-Gleichung gefunden
werden, die den Strahlungs-Transport durch Materie beschreibt Mihalas und Weibel-Mihalas
[1999].)

5.4 Temperatur gegeniiber Intensitat — klassischen Grenzen

Fiir ein festes und Frequenz-unabhéngiges I, = I, werden sehr unterschiedliche Tempe-
raturen bei verschiedenen Frequenzen gefunden. Wir formulieren Gleichung (
und Gleichung (13 auf Seite 13)) neu mit dem Kehrwert der mittleren Besetzungszahl,
z=hm3/(,) =1/n,

ksT, = (TI) G(2) (23)

wobel

wl=

oz
o in(1+2)

Die Gewinn-Funktion G(z) ist in Diagramm [l auf Seite 22| dargestellt und bestimmt,
wie Intensitét und Frequenz die Temperatur der Strahlung bestimmen. G(z) wird singulér

g(2) (24)
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bei z = 0, mit einem Minimum bei ca. z = 15.8 und wéchst allméhlich unbeschrankt mit
zunehmenden z.

Offensichtlich “heifle” Strahlungsquellen fiir eine bestimmte Energie haben entweder nied-
rige oder sehr hohen Frequenzen. Zum Beispiel ist ein Laser im 600 nm-Bereich weniger
“heify” Watt fiir Watt, als ein Rontgen-Laser mit Wellenléngen von der Gréflenordnung von
Angstrom. Dieses Ergebnis macht Sinn, weil Gleichung ([I3 auf Seite 13) einen konstanten
Wert fiir einen Schwarz-Korper liefern muf}; mit einem Minimum in der Mitte der Frequenz-
bereich. Alternativ zeigt die Kurve Punkte, wo die Schwarz-Korper-Verteilung eine konstante
spezifische Intensitéat [ {iberschreitet. Sie kreuzt bei zwei Frequenzen, aufler wenn die Tem-
peratur so weit sinkt, dass es gar keine Kreuzung gibt.

Die Grenzwerte von Gleichung (23 auf der vorherigen Seite)) fiir Nieder- und Hochfrequenz
kénnen anders verstanden. Z&hlt man Photonen als Teilchen in Bezug auf ihrer Energien
¢ = hv, ist die Beziehung n = [exp(e/kpT) — 1]7! unabhiingig von h. Im Grenzfall ¢ — oo
oder ' — 0 geht n — exp(—¢/kpT), die Maxwell-Boltzmann-Verteilung. Photons in dieser
Grenze wirken wie die klassische Partikel und n tendiert zu kleinen Werten (z — o0). Dann
betrachten wir den Grenzwert von Gleichung (|23 auf der vorherigen Seite) bei niedriger
Frequenz oder hoher Intensitét. Im Intensitéitsterm ist die daraus resultierenden klassische
Beziehung kT, = (¢*/v*)I unabhingig von h und ergibt sich aus einer Reihe von klassischen
thermischen Oszillatoren. In der Rayleigh-Jeans-Grenze geht z — 0 und n — oo.

Photonen haben daher zwei verschiedene klassische Grenzen, bei hohen Frequenzen als
Teilchen und bei niedrigen Frequenzen als klassisches Feld. Diese Feldgrenzen sind moglich,
weil Photonen Bosonen sind und eine grole Anzahl von Photonen koexistieren in dem sel-
ben Feld-Modus. Kohérente Zustdnde kénnen konstruiert werden als Analoga zu klassischen
Feldzusténden.

6 Die Temperatur eines realen Lasers

Obwohl Laser nicht unendliche Temperaturen haben, ist allen gemeinsam (auch Lasern klei-
ner Leistung), dafl sie Temperaturen haben, die nidher an denen des Sterninneren sind als
den alltdglichen Materie-Temperaturen, die weit iiber den irrigen Bestimmungen nach der
Gleichverteilung des Abschnitt liegen. Laser arbeiten bis weit in die Hochlei-
stung nach dem Rayleigh-Jeans-Grenzwert von Gleichung (|12 auf Seite 12)) und Gleichung
([13 auf Seite 13), wobei kgT, = (c?/v?)I,. Um diese sehr hohen Temperaturen zu sehen,
muss die spezifische Intensitéit aus der Laserleistung P extrahiert werden.

~

Die Flussdichte F' steht mit der spezifischen Intensitét I, (k) im Zusammenhang durch

F =dP/dA = / dv d (f - k)1, (k). (25)

Das Flichenelement ist dA = r2dQ), und cosf = f - k ist der Cosinus des Winkel zwi-
schen dem Wellenvektor und dem Normalenvektor der Oberflache t. d€y ist das Modus-
Raumwinkelelement und dA ist das Differential der Austrittséffnung im Bereich des Laser-
strahls.

Wenn I, (k) einen konstanten Abstrahlwinkel und Frequenz hitte, dann wire I,(k) = I
und die Leistung von jedem Punkt der Austrittsoffnung wére iiber die Blende konstant,
F = P/A. Die Leistung wére

P=7nAl sin2 (91/2 (26)
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wobei 6/, ist der halbe Winkel des Abstrahlungskegels und A ist die Aperturfliche des
Lasers.
Die spezifische Intensitdt moge in folgender Form faktorisiert sein:

I,(k) = Fy®(v)D(k). (27)

Jede der Funktionen ®(v) und D(k) werde separat normiert auf eins:

o0

/ dv ®(v) = / A (f - k)D(k) = 1 (28)

Der Raumwinkel Variablen seien 6 und ¢. Sie sind der polaren Winkel bzw. der azimutale
Winkel gegeniiber der Strahlachse.

Wir wollen typische Linienformen und Winkelverteilungen betrachten M. Sargent [1I und
W. E. Lamb| [1974], |Silfvast| [1996]. Die einfachste Linienform ist die Gauflsche Form infolge
der Doppler Verbreiterung durch die thermische Bewegung im Laser-Gas,

d(v) = 29
) = —t (29)
und Avp ist die halbe Breite durch Dopplerverbreiterung:
2k Tyas
AVD = 1) B Qg (30)
mc

m und Tg,s sind die Masse und Temperatur der Gasmolekiile, die die Strahlung emittieren.
Die einfachste Winkelverteilung ist auch eine Gauflsche aus dem Laser-Hohlraum-
Resonator in seinem Grund-Modus.

92
exp |:— 2 @‘|
D) =2———"2= 1
Q e (312)
2 +1
/dgp/d(cos 0) cos D(0) =1 (31Db)
0o

Die Verteilung ist azimutal symmetrisch um die vorwérts gerichtete Strahlrichtung mit
0y < 1 als Halb-Winkel, die e 2-Potenz ist die Strahldivergenz. Die Strahldivergenz eines
idealen Lasers ist beugungsbegrenzt an der Blende: 6, = 2\;/mD, wobei D gleich dem
Offnungsdurchmesser ist.

Unsere Ergebnisse gelten fiir einen roten He-Ne-Gas-Laser mit der Wellenldnge Ay =
632.8nm bzw. vy = 4.741 x 10'* Hz. Wir nehmen eine Leistung von Py = 1mW an. Dia-
gramm [2 auf Seite 23|ist eine Darstellung der Strahlungstemperatur 7'(v, ) fir D = 1 mm
und Avp = 0.9 GHz, das entspricht Tgas ~ 390 K. Die Strahl-Aperturfliche A ist 7 D? /4 ~
8 x 107"m? und die gesamte Flussdichte ist Fy = Py/A ~ 1.3 x 103W/m?. Die Strahl-
Divergenz ist 6y ~ 0.4 mrad.
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Das Diagramm [3 auf Seite 24| zeigt die Strahlungstemperatur T'(v = vy, 6) fir mehrere
Strahldurchmesser D und die entsprechenden Unterschiede der Strahl-Divergenzen 6, bei
gleichem P, und Avp. Die Spitzen-Temperatur ist

2C2FO
kgT,(v=1p,0 =0) = ————5— 32
slolv=0,6=0) = =R (32)
Sie ist unabhéngig von D, weil die Normalisierung der Temperatur unabhéngig von D ist:
Fy K 096 ’ —271—2 21y—2
T~ =~ ~ 07D *~ D*D 33

Nur die Form der Winkelverteilung héngt von D ab. Beachten Sie, dass T, divergiert, wenn
Ap oder 6y — 0, was den reinen Zustandes des Abschnitt [5.3 auf Seite 13| reproduziert.

Um die Strahlungs-Temperatur eines Lasers zu ermitteln, ist die Kenntnis der spezifischen
Intensitédt 1, von dessen Licht erforderlich. Da Laser-Strahlung so intensiv ist, kénnen wir
die Rayleigh-Jeans-Grenze von Gleichung (13 auf Seite 13) benutzen: kgT, = (c*/v?)1,. Das
Finden von I, erfordert das Machen separater Geometrie- und Frequenz-basierte Messun-
gen. Ersteres erfordert eine Intensitdt Messung bei einer festen Frequenz, typischerweise mit
einer Fotozelle. Letzteres bestimmt die spektralen Eigenschaften des Strahls [Silfvast| [1996],
melles03], |coherent03.

Wir legen einen Photodetektor bekannter Fliche A und Frequenzantwort oder Mess-
effizienz R(v) orthogonal zu den Strahl und zentriert entlang der Strahlachse (§ = 0), bei
einem Abstand r vom Strahlaustritt. R(r) wird so normiert, dass sein Integral eins ist. Die
Fotozellen-Messung einer eingehenden Leistung ist P:

P = QWA/dl// d(cos @) cosOR(v)I,(v,0) (34)
0 A

mit der Definition Gleichung (25 auf Seite 16)). Der Faktor von 27 reprisentiert azimutale In-
tegration rund um die Strahlachse und geht von einer axialen Symmetrie der Strahlintensitéit
aus.

Wir machen die folgenden vereinfachenden Annahmen.

1. Wir nehmen an, dass das Frequenz- und Winkel-Profil gaufiférmig sind, wie die Aus-
driicke von Gleichung (29 auf der vorherigen Seite]) und Gleichung (31 auf der vorherigen|
. Aus diesen Profilen kénnen wir schliefen, dass die Spitzen-Flussdichte Fy mit

ein paar Messungen bestimmt werden kann.

2. Der Raumwinkel ist vom Photodetektor aus gesehen Q = A/47r?. Wir nehmen an,
das die Fotozelle selbst kreisformig ist. Der Halb-Winkel 4 mit der Strahlachse ist

gegeben durch tanf, = /A/7r2.

3. Alle relevanten Winkel 64 und 6, sind klein. Dann ist cosf ~ 1 — §%/2. Die Winkel-
Integration wird:

1 0
/ d(cos ) cos 01, (v,0) i/dé’@[,,(u, 0) (35)
cos Oy 0

4. Die Frequenz-Integration kann vereinfacht werden, wenn wir davon ausgehen, dass
R(v) iiber einen Bereich AF, R(v) = (AF)~! konstant ist. Wenn wir die Frequenz-
Integration numerisch durchfiihren, ist diese Vereinfachung jedoch nicht erforderlich.

18



Wir konnen die Werte von 1y, Avp und 6y verwenden, die durch den Laser-Hersteller
angegeben werden. Mit zusétzlichen Instrumenten konnen wir diese Grofien messen, jedoch
sind solche Messungen schwieriger als die Leistungsmessung. Zum Beispiel kénnen wir das
Frequenz-Profil bestimmen und vy und Avp durch Messung der spezifische Intensitéit als
Funktion der Wellenldnge bestimmen. Die Lichtwellenlinge wird in der Regel mit einem
Gitterspektrometer gemessen. Aber ein Gitter hat nicht die Frequenzauflosung, die fiir einen
Laser benoétigt wird, und stattdessen sollte ein Analysator mit Fabry-Perot-Interferometer
benutzen werden. Wir konnen das Winkel-Profil bestimmen und dadurch 6, folgern, indem
wir messen, wie die relative Intensitdt variiert, wenn wir den Abstand r Photodetektor
Strahl-Blende variieren. Denn wenn wir den Photodetektor weiter von der Laser entfernen,
umspannt er einen grofleren Halb-Winkel 64 mit der Strahlachse.

Setzen wir diese abgeleiteten Werte und die angenommenen Vereinfachungen in Gleichung
(134 auf der vorherigen Seite)) ein, konnen wir das Winkel-Integral analytisch integrieren.
Uber die Frequenz kann numerisch integriert werden. Mit dem gemessen P, A, vy, Avp und
6y konnen wir aus Gleichung (27 auf Seite 17)), Gleichung (29 auf Seite 17)), Gleichung
Seite 17)) und Gleichung (34 auf der vorherigen Seite|) Fy und I, (v, 0) folgern. Thre Ergebnisse
sollten dhnlich Diagramm [2 aut Seite 23| und Diagramm [3 auf Seite 24| sein, es sei denn,
dass Thr Laser nicht in seinem Grundfrequenz-Modus arbeitet. (Wenn der Photodetektor
in absoluten Leistungseinheiten kalibriert ist, ist der Wert F{, auch in absoluten Einheiten.
Wenn Sie P nicht in absoluten Einheiten messen kénnen, konnen Sie trotzdem ein relatives
Intensitétsprofil in Frequenz und Winkel messen, das auf die grofite Intensitét normiert wird.
Die resultierende Temperatur auch in relativen Einheiten.)

7 Andere physikalische Konsequenzen

Die Nichtgleichgewichts-Strahlungstemperatur und ihr grofer Wert bei Lasern haben wich-
tige theoretische und praktische Konsequenzen.

Betrachten wir die Entropie-Produktions-Dichte des Strahlungstransports (Materie-
Strahlungs-Kopplung). Die Frage der Wechselwirkung mit der Strahlung ist eine lokale Tem-
peraturerhohung 7'. Diese Entropie-Produktions-Dichte kann bezogen werden auf die spezi-
fische Intensitdt der Strahlungsenergie [, und die spezifische Entropie-Intensitéit J, |Essex
und Kennedy| [1999]:

T c T c
N 1. 0J, 1

= /dudﬂk (R-VL,+ 11;) o1
c T, (f{) T
H und F sind vom Strahlungsfluss die Vektor-Dichten der Entropie bzw. Energie und u
und s, sind eingestrahlte Dichten von Energie beziehungsweise Entropie. Die Strahlungstem-
peratur 7T, (k) ist in Gleichung (, Gleichung ([13 auf Seite 13) und Gleichung
(119 auf Seite 14)) definiert. Der erste Term der ersten Zeile betrifft die Dichte der Entropie-
produktion; die zweite und dritte sind die Strahlung Entropieproduktion Dichte.
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Gleichung (|36 auf der vorherigen Seite]) ist positiv semidefinit und driickt den zweiten
Hauptsatz der Thermodynamik im Strahlungstransport aus. Die linke Faktor in den letzten
Integranden von Gleichung (36 auf der vorherigen Seitel) ist die Dichte der Energie-Ubertra-
gungsrate, die gleich und entgegengesetzt ist zu Materie und Strahlung Mihalas und Weibel-
Mihalas [1999]. Bei streng thermischer Emissionm entspricht dieser Faktor Netto dem Verlust
oder der Zufiithrung von Energie an die Materie durch die Strahlenbiindel in Richtung k. Oh-
ne weitere Energiequellen wird bei Zufithrung von Energie die Materie warmer, bei Verlust
von Energie kiihler.

~

e Wenn 7" > T, (k) ist, ist er positiv: Energie wird vom Feld auf die Materie iibertragen,
die Entropie-Produktion ist positiv.

e Wenn die Temperatur-Ungleichheit umgekehrt ist, ist das Vorzeichen dieses Faktors
auch umgekehrt: Energie wird von der Materie auf das Feld iibertragen und die Entro-
pieproduktion bleibt positiv.

e Das Produkt im Integral ist nur Null, wenn Materie- und Strahlungs-Temperatur gleich
sind und keine Ubertragungen stattfinden.

Materie kann Warme auf andere Materie auch durch zwei andere Moglichkeiten iiber-
tragen: durch Konvektion und Diffusion. Diese Mechanismen erfordern Materie-Materie-
Kontakt und Gradienten in der intensiven Variablen, der Temperatur. Auf der anderen Seite
héngt der Transport eingestrahlter Energie nur von der Differenz der lokalen Temperaturen
von Materie und Strahlung an einem einzigen Punkt im Raum ab. Selbst ein Niedrig-Energie-
Laser ist sehr effektiv bei der Ubertragung von Energie, weil seine Strahlungstemperatur so
grof} ist. Ein Energietransport, bei dem Strahlungs-Prozesse dominieren, wird durch Kon-
vektion und Warmeleitung minimal beeinflusst, wenn die Materie-Temperatur viel kleiner
als die Strahlungstemperatur ist.

Praktische Konsequenzen dieser Ergebnisse sind die folgenden: Aufgrund der hohen Strah-
lungs-Temperatur dominiert der Strahlungstransport iiber andere, mehr destruktive Prozesse
und unerwiinschte Warmeiibertragung durch Konvektion und Wéarmeleitung, wodurch La-
ser wirksame Instrumente fiir die Chirurgie sind. Es sind weder die Zeit noch die Energie
grof} genug um Konvektion oder Warmeleitung wichtig zu machen. Die gesamte deponierte
Energie ist klein und die Schnittflichen erleiden wenig Schaden. Die Kiihlung von Atomen
mit Lasern ist auch interessant im Lichte der Ergebnisse dieser Arbeit. In Abschnitt
auf Seite 10, werden zwei Fille von Entropie-Entzug betrachtet. Aufzdhlung [2 auf Seite 18|
reprisentiert die Kiihlung der Laserstrahlung durch Atome, wihrend Aufzihlung
das Verhalten der Atome bei Kiihlung betrachtet. Wenn bei den Atomen die Entropie
abnimmt, entsprechend der Aufzéhlung [l auf Seite 18, miissen auch ihre Temperatur und
Energie abnehmen. Aber die Strahlung verhélt sich nach Aufzihlung [2 auf Seite 18| anders:
ihre Temperatur sinkt auch, aber die Entropie nimmt zu statt ab, wéhrend ihre Leistung
konstant bleibt.

Das klassische Feld von 7T, I,(IA<) erhilt man durch den Ubergang h — 0 in Gleichung
und Konstantlassen alles anderen. Das Ergebnis kgT), (k) = hvn = 2I,(k)/1? ist
identisch mit der Hoch-Intensitéts- oder Niedrig-Frequenz-Grenze, Hnabhéngig von H, wenn

A~

in Bezug auf I, (k) geschrieben wird. Die Stérke der Flussdichte |(F)| = F ist

F= / dvd k2 (- k)kpT, (k) (37)

"Mit streng thermischer Emission ist hier gemeint, dafl alle Anteile des Strahlungsfeldes (bei der At-
mosphiire also Solarstrahlung, Gegenstrahlung und Ausstrahlung) betrachtet werden und andere Prozesse
(Konvektion usw.) vernachlissigt werden.
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Dieses Ergebnis kann mit der Antennen- oder Rausch-Temperatur verglichen werden, die
vertraut sind bei Hochfrequenz-Elektromagnetismus (Christiansen [1996]. In einem eindi-
mensionales System ist die Leistung Prausen €ines reinen Rauschsignals assoziiert mit einer
Temperatur Trausch:

(e 9]

PRausch :/deBTRausch(V) (38)

0

Das Ergebnis Gleichung (37 auf der vorherigen Seite]) ist das dreidimensionale Festkorper-
Geometrie Analogon einer Hochfrequenz-Antenne oder eines Schaltkreises Gleichung (|38)).
Es muss betont werden, dass die Antennen-Temperatur die Temperatur der Strahlung ist,
nicht die des Antennen-Materials, genau so wie TV(R) nicht die Temperatur des Laser-Gases
ist, sondern die des Laserlichts.

Die Argumente des Abschnitt [ auf Seite 11/ machen deutlich, dass die Rausch-
Temperaturen, die in Gleichung (37 auf der vorherigen Seite) und Gleichung ([38)) definiert
sind, eine zufillige Phasen-Verteilung fiir das Storsignal erfordern - das ist im Einklang mit
der iiblichen intuitiven Definition von Rauschen.

Die Ergebnisse dieser Arbeit zeigen einige der physikalischen Auswirkungen der Tempera-
tur fiir Nichtgleichgewichts-Systeme, insbesondere fiir die Strahlung und Laser-Licht. Weitere
Folgen konnen durch die Anwendung der hier vorgestellten Techniken und Ergebnisse abge-
leitet werden auf andere Aspekte der Strahlung, dem Strahlungstransport und von Lasern
und beginnend mit den Referenzen gepriift werden.
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Abbildung 1: Die Verstiarkungsfunktion G(z) beziiglich Strahlungsintensitit, Frequenz und

Temperatur.
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Abbildung 2: Die Helium-Neon-Laser Strahlungs-Temperatur 7'(v, ) fir D = 1 mm, Avp

0.9GHz, and Py = 1.0mW.
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« 10" He-Me Laser Temperatures for Different Apertures
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Abbildung 3: Die Helium-Neon-Laser Strahlungs-Temperatur T'(vg,6) fiir drei Apertur-
Durchmesser D. Die Intensitidts/Temperatur Profile werden mit wachsendem
D schmaler und der Strahl wird mehr parallel.
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8 Erwdrmung und Lebensdauer

Zitat aus |[LeBmann| [2000] S. 7f], welches direkt aus dem Vorhergehendem folgt:

Was ist nun die Ursache fiir den photoakustischen Effekt?

Bei Lichteinfall auf die Probd| wird ein Teil der Strahlung absorbiert. Je nach
Wellenlénge des eingestrahlten Lichtes konnen Rotation, Schwingung oder elek-
tronische Anregung in der Probe auftreten. Die selektive Anregung einzelner
Ubergiinge fithrt zu einer Stérung der Gleichgewichtsverteilung. Eine erneute
Einstellung des Gleichgewichts (Relaxation) fiihrt zu einer Temperaturerhthung
AT der Probe (die absorbierte Energie wurde ja nicht wieder abgegeben). Hieraus
resultiert ebenfalls eine Anderung des Druckes, welche als Messsignal am Mikro-
phon aufgefangen wird.

Wird der Strahl nur kurzzeitig eigeschaltet, so kommt es zunéchst zu einer Stérung des
Gleichgewichts. Die hohere Temperatur stellt sich aber nach kurzer Zeit wieder ein. Das die
Einstellung sehr schnell geht, wurde schon 1888 gefunden Natanson| [1888]. Wie schnell das
geht findet man in [LeSmann| 2000, S. 9], wo auch das Diagramm [4] erklart wird:

In dem ... gezeigten Diagramm finden sich die mittleren Lebensdauern der ange-
regten Zustidnde fiir Rotation, Vibration und elektronische Anregung (~), dar-
unter sind jeweils die fiir die Relaxation bendtigten Zeiten aufgetragen (R — R:
Rotation-Rotationsaustausch, entspr. T fiir Translation und V fiir Schwingun-
gen). Der schraffierte Bereich stellt die typische Ansprechzeit eines Mikrophons
dar.

In der Atmosphére wird ja der Strahl nicht kurzzeitig eingeschaltet, sondern die Strahlung
ist stédndig vorhanden und &ndert sich langsam im Verhéltnis zu den Lebensdauern. Die
Abweichung vom Gleichgewicht ist deshalb unbedeutend.

t[=l

1071 1 1
T hJ L T T 1 T T
Rotationol W%W
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[l i | ] I\ ] ] 1
16710 T 1
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Abbildung 4: Lebensdauer angeregter Zustinde (aus |Leffmann| [2000])

8Mit Probe ist das Gasvolumen gemeint, in dem die Absorption stattfindet
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9 Holdersche Ungleichung

Fiir einen Planeten ohne Treibhausgase sind zwei Grolen wesentlich: die durchschnittliche
Temperatur, wenn die Temperatur auf der Oberflache 6rtlich unterschiedlich ist (im Grenzfall
iiberall gleich) und daf} die ganze absorbierte Warme wieder abgestrahlt wird.

Die ortliche Abstrahlung ist proportional zu 7. Damit mufl das Integral iiber 7% {iber
die ganze Erdoberfléche qul cine Konstante sein, die mit 7 beschrieben wird (und zugleich
wird Ty damit definiert):

EO-T! = / T*du (39)
EO

Die Durchschnittstemperatur T ergibt sich als Integral iiber die 6rtlichen Temperaturen,
dividiert durch die Mittelungsflache

= EO B T
'="%0 _/Eod“ (40)

Zwischen Gleichung und Gleichung kann eine Beziehung hergestellt werden durch
die Héldersche Ungleichung, die z.B. von [Gerlich und Tscheuschner], 2009, p. 64] und auch

in [Hollig, [2006] zitiert wird:

1/p 1/q

1 1
/fgd,u < /fpd,u . /quu mit -+ -=1 (41)
X

b q
X X

Dabei sind f, g zwei nichtnegative Funktionen; p und ¢ natiirliche Zahlen. Die Gleichheit in
Gleichung gilt nur fiir f = g = const.

Im Fall von Gleichung und Gleichung wéahlt man zweckméfig:
1
Damit wird:

3/4

S frab L] Go) "

In Gleichung (43]) werden nun Gleichung (4 ) und Gleichung (3 ) 39)) eingesetzt und das rechte
Integral auf der rechten Seite gelost (was einfach ist, da der Integrand eine Konstante ist):

T < (50T { (7o) EO}3/4 -1 {wor (g5) po} (44)

-

=1

9Dabei tritt EO in zwei Bedeutungen auf: einmal als Fliche der Erdoberfliche und einmal als Inte-
grationsgebiet, das die gesamte Erdoberfliche bedeutet. Dementsprechend ist dp ein Flachenelement der
Erdoberfliache.
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Die Oberflachentemperatur einer Erde ohne Treibhausgase wird meistens als einheitlich
vorausgesetzt und mit —18°C berechnet. Diese —18°C ist entsprechend der vorigen Herlei-
tung die GroBe T: bei identischen Temperaturen auf der Erdoberfliche gilt in T < T, das
Gleichheitszeichen entsprechend der Holderschen Ungleichung (Gleichung (41 auf der vorhe-|
rigen Seite])). Aus Gleichung (44 auf der vorherigen Seite]) ist zu ersehen, daf in der Realitét
die Durchschnittstemperatur einer treibhausgaslosen Erde kiihler als die —18°C wére, weil
die Temperaturen mit Sicherheit nicht einheitlich sein kénnen, weil z.B. die Einstrahlung
ungleichméfig ist und der horizontale Warmetransport fehlt.
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10 Erzeugungs- und Vernichtungsoperator ... Wikipedia

Obwohl in schwarz, ist dieser Abschnit zugefiigt, ohne Bestandteil des Papers von Essex u.a.
Zu sein.

10.1 Vorbemerkung

Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren sind der Kern einer eleganten Losung
der Schrodingergleichung des harmonischen Oszillators. Diese Operatoren kénnen auch dazu
benutzt werden, gewisse Probleme mit quantenmechanischem Drehimpuls einfacher zu l6sen.
Ferner finden die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren Verwendung bei der Quantisie-
rung von Feldern (der sogenannten zweiten Quantisierung oder Besetzungszahl-Darstellung).

Es gibt eine Vielzahl alternativer Bezeichnungen wie Leiteroperatoren, Kletterope-
ratoren, Aufsteige- und Absteigeoperatoren sowie Hebe- und Senkoperatoren.
Statt >Erzeugungsoperator< wird manchmal auch Erschaffungsoperator verwendet. Im
deutschsprachigen Raum werden dariiber hinaus auch die Operatoren o, und o_, die die
Zustédnde eines Atoms &dndern, als Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren bezeichnet.

Das Problem des harmonischen Oszillators in der Quantenmechanik lésst sich mithilfe der
Methode der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren behandeln, die auch algebraische Me-
thode genannt wird. Sie wurde hauptséchlich von Paul Dirac entwickelt. Fiir diesen Losungs-
weg definiert man zwei Operatoren @ und a', die einem Oszillator jeweils ein Energiequant Aw
entziehen oder hinzufiigen. Man nennt sie deswegen Vernichtungs- und Erzeugungsoperator

Das Zirkumflex iiber dem a symbolisiert, dass es sich dabei um einen Operator handelt.
Damit gelten nicht dieselben Rechenregeln wie fiir Skalare, denn die Reihenfolge von Ope-
ratoren ldsst sich beispielsweise im Allgemeinen nicht vertauschen. Im Folgenden wird auf
das Zirkumflex zugunsten der Ubersichtlichkeit verzichtet. Alle lateinischen Grofbuchstaben,
mit Ausnahme des E, sind Operatoren.

10.2 Definition

Man definiert den Erzeugungsoperator af und den dazu adjungierten Vernichtungsoperator
a iiber folgende Vertauschungsrelationen mit dem Besetzungszahloperator N := a'a

[N,a] = —a, [N,a']=al (45)

Der Besetzungszahloperator /V ist ein hermitescher Operator und hat daher reelle Eigen-
werte n. Die zugehorige Eigenwertgleichung lautet, wobei |n) Fock-Zusténde sind

Nn) =n|n) (46)

Die Besetzungszahl n ist eine nichtnegative ganze Zahl, also n € Ny. Bei Fermionen")
ergibt sich hier noch eine Einschrénkung auf die Werte 0 und 1.

Durch Anwendung von a bzw. a auf den Zustand |n) erhilt man den dariiber- bzw. den
darunterliegenden Zustand (also ein Photon mehr oder eins weniger)

a'|n) = ¢} [n+1) (47)

a|n) =c, |n—1) (48)

0Photonen sind Bosonen (keine Fermionen), deshalb betrifft diese Einschriinkung keine Photonen
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Die Konstanten ¢;” und ¢, sind davon abhingig, ob @ und a' die Kommutator- oder
Antikommutator-Vertauschungsrelation erfiillen.

10.2.1 Details

Im Folgenden werden verschiedene Eigenschaften von N abgeleitet. Die Eigenzusténde |n)
selen normiert.

e Der Besetzungszahloperator ist hermitesch, also selbstadjungiert

N' = (a'a)t = a'a't =ala =N (49)
Somit hat NV reelle Eigenwerte, die Besetzungszahlen n.

e Die Eigenwerte sind nicht negativ: n > 0

n = (n|Nn) = (nlataln) = {anlan) = [la jn)[* > 0 (50)
Die Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass die Norm eines Vektors nicht-negativ ist.

e Der kleinste Eigenwert ist 0 Der Zustand |0) ist ein Vektor im Hilbertraum und darf
nicht mit dem Nullvektor verwechselt werden, sondern wird lediglich mit der Zahl 0
nummeriert.

a’a]0)y=0[0)=0 und  (0|0) =1 (51)

Wegen n > 0 muss gelten: a [0) = 0. Wendet man also auf den niedrigsten Zustand den
Absteigeoperator an, so erhdlt man den Nullvektor. Dies ldsst sich aber nicht umkehren:
Durch Anwendung von a' auf den Nullvektor erhilt man nicht den Grundzustand
sondern wieder den Nullvektor.

e Die Eigenwerte sind ganzzahlig: n € Nj

Angenommen die Eigenwerte waren nicht ganzzahlig, so lassen sich ausgehend von ei-
nem Eigenzustand durch mehrmalige Anwendung des Absteigeoperators Eigenzustéande
finden, die negative Eigenwerte besitzen. Dies ist aber ein Widerspruch zur Bedingung
n > 0. Bei ganzzahligen Eigenwerten erreicht man irgendwann den Grundzustand und
durch nochmaliges Anwenden den Nullvektor; ab hier bricht automatisch die Leiter ab.

e Ist n Eigenwert, dann auch n + 1

Na'|n) = (a'N +[N,d']) |n) = (a'N + a') |n)

=at (N+1)|n) =a (n+1)n) = (n+ 1) af |n) (52)

Wenn af [n) ungleich dem Nullvektor ist, erhiilt man somit einen neuen Eigenwert
(n+1).

a' |n) ist also Eigenzustand zu N mit Eigenwert (n + 1) und somit proportional zu
|n 4+ 1)

al|n) = ct|n+1)
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e Ist n > 0 Eigenwert, dann auch n — 1

Naln) = (aN + [N,a)) |n) = (aN = a) |n) = a (N = 1)|n) = a(n — 1) |n)

—(n—1)aln) (53)

Wenn a |n) ungleich dem Nullvektor ist, erhélt man somit einen neuen Eigenwert (n—1)

a |n) ist also Eigenzustand zu N mit Eigenwert (n — 1) und somit proportional zu
n—1)

aln)=c, |n—1)

10.3 Bosonische Kletteroperatoren

Im bosonischen Fall erfiillen a und a die Kommutator-Vertauschungsrelationen:

[a,a'] =1, [a,a] =[a',a] =0 (54)

Somit

a'|ln) =vn+1|n+1) (55)

a|n) =+vnn—1) (56)

Im bosonischen Fall konnen die Besetzungszahlen n beliebig grofi werden: n € N,.

10.3.1 Details

e Zunéchst ist zu priifen, ob die obigen Voraussetzungen erfiillt werden

[N,a] = [a'a,a] = [a',a]a + a' [a,ad] = —a (57)
—— ~~
-1 0
[N,a'] = [a'a,d'] = [a',a]a + a' [a,a'] = af (58)
had g

e Mit af lisst sich der nichste iiber |n) liegende Zustand konstruieren af |n) = c¢|n + 1).
Der Faktor c ergibt sich aus folgender Rechnung mit dem Kommutator aa’ — afa = 1:

e = Jleln+ DI = [|at [)[|* = (atnlatn) = (n|aaf|n)

(nlata +1jn) = (n|N +1|n) =n +1 (59)

¢ =+/n + 1e¥, die Phase ¢ kann aber vernachlissigt werden, sodass ¢ = v/n + 1.

e Mit a ldsst sich der unter |n) liegende Zustand konstruieren a |n) = ¢ |n — 1) Der Faktor
c ergibt sich aus folgender Rechnung:

el = lleln=1)I° = Jalm)®
= (an|an) = (nla’aln) = (n|Njn) =n = c=n
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e Alle Eigenzustédnde lassen sich vom Grundzustand ausgehend konstruieren

1 1
n) = —=a' In— 1) =

Vv Vil

Auf diese Weise erhélt man einen vollstédndigen diskreten Satz von Eigenzustédnden

(a)"10) , neN, (61)

10.4 Fermionische Kletteroperatoren

Photonen sind Bosonen, fiir dieses Paper interssiert also dieser Abschnitt iiber Ferminonen
nicht.
Im fermionischen Fall erfiillen a und a' die Anti-Kommutator-Vertauschungsrelationen

{a,ay =1, {a,a}={a',a'} =0 = da*=4a'?=0 (62)

Somit
a'ln)=(1-n)|n+1) (63)
aln) =n|n—1) (64)

Im fermionischen Fall konnen die Besetzungszahlen n nur die Werte 0 oder 1 annehmen.

10.4.1 Details
e Mit aa=0und a'af =0ist N2 =N

N? =a'aa’a = a'({a,d'} —a'a)a = a'a — g'a’ _aa =ala=N (65)
Y 0 0
1

Der Besetzungszahloperator hat also nur die Eigenwerte 0 und 1 und die Eigenzustédnde
|0) und |1):

n*n) = N*|n) =N|n)=n|n) = n’=n = nec{01} (66)

e Zunéchst ist zu priifen, ob die obigen Voraussetzungen erfiillt werden

[N,a] = [a'a,a] = [a',a] a+a'la,a] =2a" aa —{a,a'}a=—a (67)
—— ~~ \O/ ——
2ata—{a,a’} 0 1
[N,a'] = [a'a,d'] = [a',a'la +a' [a,a'] =a'{a,a'} —2gTala=0a" (68)
IR e e e
{a,aT}—2a%a

e Mit a' liisst sich der niichste iiber |n) liegende Zustand konstruieren a'|n) =
¢|n + 1). Der Faktor ¢ ergibt sich aus folgender Rechnung mit dem Anti-Kommutator
aa’ +a'a = 1:

= leln+1)|* = ||af )]

= (a'nla’n) = (n|aa’|n) (69)
=(n|l —a'ajn) =(n]1-=Nlp)=1-n = c=1-n
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Da n nur 0 oder 1 sein kann, ist ¢ = /1—n = 1 —n = &y, (dabei ist §;; das
Kronecker-Delta).

e Mit a lasst sich der unter |n) liegende Zustand konstruieren a|n) = c|n —1). Der
Faktor ¢ ergibt sich aus folgender Rechnung

o = lleln = 1) = fla|n)|* = (anjan) -
= (n|a'aln) = (n|Nln) =n = c=n
Da n nur 0 oder 1 sein kann, ist ¢ = y/n =n = 0y,.
e Alle Eigenzusténde lassen sich vom Grundzustand ausgehend konstruieren
I 1 N
In) = —=a'|ln—1) = (a")"]0) , ne{0,1} (71)

Vv Vil

Auf diese Weise erhélt man einen vollstdndigen diskreten Satz von Eigenzusténden

10.5 Beispiel fiir bosonische Kletteroperatoren: Harmonischer
Oszillator

Der Hamiltonoperator H des harmonischen Oszillators lautet

P2 mwQ?
H=_— 72
2m * 2 (72)
P Impulsoperator, () Ortsoperator, m Masse, w Figenfrequenz
Im Folgenden ist die stationdre Schrodingergleichung zu 16sen
H |\Dn> = E, |\Ijn> (73)
E,, Energiecigenwert, |¥,,) Energieeigenzustand
10.5.1 Hamiltonoperator umformen
Der Hamiltonoperator lédsst sich umformen
P? mw?Q? p? mw@Q?
H=—— = hw 74
2m * 2 (2hmw * 2h > (74)
Es werden zwei neue Operatoren definiert
- P ~ mw
P .= und == 75
o Q o7, @ (75)
Der Hamiltonoperator ausgedriickt mit den neuen Operatoren
H =t (P + Q) (76)

Man versucht nun, den Inhalt der Klammer als Produkt zu schreiben, also (i ist die
imaginire Einheit)

(u — i) (u+ iv) = u® + v* + jww — ivu = u® + v* (77)
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Da aber u und v Operatoren sind, die nicht vertauschen, gilt hier das letzte Gleichheitszei-
chen nicht. Um zwei Operatoren miteinander zu vertauschen, ist der Kommutator vonnéten:

P =Po - [P.Q]
H = hw(Q*+ P?)
— Q2+P2+i[€2,ﬁ]—z’[é,ﬁ) -
= hw (@4 PP+ iQP —iPQ -1 |Q,P))
— w ((Q-iP)Q+iP)~i|Q.P|)
Der Kommutator [Q, P] kann auf den Kommutator der urspriinglichen Operatoren () und

P zuriickgefiihrt werden

~ o~ mw 1 1
,P} — Pl=1_ 79
@ o T @ 7] (79
ih
Der Hamiltonoperator sieht nun folgendermaflen aus
N S |
H = hw (Q . iP) (Q + z’P) 5w (80)
N
Jetzt werden die beiden Leiteroperatoren definiert
a:=Q—iP Erzeugungsoperator (81)
a:=Q+iP Vernichtungsoperator (82)

Héufig werden sie auch als a, und a_ geschrieben. Man beachte, dass die Leiteroperatoren
nicht hermitesch sind, da a # af.
Die Leiteroperatoren ausgedriickt durch Ortsoperator ) und Impulsoperator P

al = \/7;:;’ (Q — zip) (83)
a= \/% (Q + z‘%P) (84)

Mit den Leiteroperatoren schreibt sich der Hamiltonoperator
T 1
H=hw(ada+ 3 (85)

10.5.2 Eigenschaften der Erzeuger und Vernichter

Za bestimmen ist noch der Kommutator aus den beiden Leiteroperatoren

[a,aT] =aa’ —afa = (Q +iP (Q — @f’) — (Q — z]5> (Q + hf’>
— 9 (p@ _ @ﬁ) — 9 | P, @} —1 (86)
~——

—i/2

33



Da auflerdem [a, a] = [af, a] = 0 gilt, handelt es sich bei den Kletteroperatoren des harmo-
nischen Oszillators um bosonische Kletteroperatoren. Somit gelten alle obigen Eigenschaften
fiir bosonische Kletteroperatoren.

Das Produkt afa definiert den Besetzungszahloperator:

N =ad'a (87)

Der Besetzungszahloperator N ist ein hermitescher Operator und hat daher reelle Eigen-
werte, die Besetzungszahlen n. Die Eigenzustédnde sind Fock-Zustédnde oder Besetzungszahl-
zustinde. Die zugehorige Eigenwertgleichung lautet

Nin)=n|n) , neN (88)

10.5.3 Losung des Eigenwertproblems

Der Hamiltonoperator ldsst sich durch den Besetzungszahloperator ausdriicken

1
H = hw (N + 5) (89)

Das Eigenwertproblem H |V,) = E,, |¥,,) ldsst sich auf die Eigenwertgleichung des Beset-
zungszahloperators N |n) = n |n) zuriickfiihren.

m(z\w%) W) = B, |0,) hw(zw%) In) :m(m%) ) (90)

Die Eigenzustidnde von N sind auch Eigenzustinde von H, da [H, N] = 0. Die Eigenwerte
des Hamiltonoperators ergeben sich aus den Eigenwerten des Besetzungszahloperators N:

E, = hw (n + %) und |0, = |n) (91)

Eine besonders wichtige Eigenschaft der Kletteroperatoren ist diese

a' |U,) =vVn+1(9,,) (92)

a|W,) = vn|¥, 1) (93)

Ist |W,,) eine Losung der Schrédingergleichung fiir die Energie E,, so ist a' |,,) eine Losung
fiir die Energie E,, + hw und a |V,,) eine Losung fiir die Energie F,, — hw. Das bedeutet, dass
man aus einer Losung alle Losungen erhalten kann, indem man einfach den Erzeugungs-
oder Vernichtungsoperator auf diese Losung anwendet. Dadurch wird eine neue Losung fiir
das benachbarte Energieniveau erzeugt, das um die Energie hw verschoben ist.

Da der Besetzungszahloperator keine negativen Eigenwerte hat, kénnen auch keine nega-
tiven Energieeigenwerte existieren. Es gibt also fiir die minimale Besetzungszahl n = 0 eine
Losung |Uy), die auf einem minimalen Energieniveau sitzt (Nullpunktsenergie):

o %hw (94)

Im Zustand |¥,,) setzt sich die Energie E,, = hw(n+ 1) zusammen aus der Nullpunktsener-
gie hw/2 und n Energiequanten der GroBe Aw. Die Wirkung von a' iiberfiihrt das System
in einen Zustand mit der um hAw erhohten Energie. Dies kann man als Erzeugung eines
zusatzlichen Energiequants interpretieren, was den Namen Erzeugungsoperator verstandlich
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macht. Analog iiberfithrt der Operator a das System in einen um ein Energiequant redu-
zierten Zustand. Es wird also ein Energiequant vernichtet, deswegen Vernichtungsoperator.
Die Eigenwerte des Operators N geben an, wieviele Energiequanten in einem Eigenzustand
angeregt sind. Die Besetzung eines Zustandes mit n Energiequanten erkldrt den Namen
Besetzungszahloperator.

10.5.4 Eigenfunktionen in Ortsdarstellung

Wendet man also auf den niedrigsten Zustand den Absteigeoperator an, so erhélt man den
Nullvektor a |¥y) = 0. Dies lisst sich aber nicht umkehren: Durch Anwendung von a' auf den
Nullvektor erhilt man nicht den Grundzustand sondern wieder den Nullvektor a'a |¥g) = 0.
Dies liefert eine Gleichung fiir den Grundzustand:

0=al0) = <Q+z‘]5> ]\p0>=( TS;UQH\/Z;DW) ) (95)

In der Ortsdarstellung kann man obige Operatorgleichung als Differentialgleichung dar-
stellen und l6sen: P = —ih% und Q =z

mw h d
(\/%“ —2m@>‘1’0@>:°

liefert normiert

601 = (22) o (2229

Durch Anwendung des Aufsteigeoperators auf die Losung des Grundzustands erhélt man
alle hoheren Eigenfunktionen:

(96)

1

vl

1
(W) = ﬁfﬂ (Wn1) =

In Ortsdarstellung erhélt man somit:

1 mw nodY
Uy (z) = 7 (\/ SR %a> Uy (z) (98)

10.6 Matrixdarstellung bosonischer Kletteroperatoren

(a®)" | Wo) (97)

Die Eigenzustiande des Besetzungszahloperators |n) bilden ein vollstdndiges Orthonormalsy-
stem. Mit Hilfe dieser Hilbertraumbasis soll nun eine Matrixdarstellung der Leiteroperatoren
ermittelt werden. Man beachte, dass hier alle Indizes von 0 (nicht von 1) bis unendlich laufen.
Die Eigenzustinde lassen sich als Vektoren darstellen:

|0) = .= .2y = usw. (99)

O O O
- O O = O
O = O O

Die Vollstandigkeit dieser Basis liefert eine Darstellung des Einheitsoperators
D ) (n] =1 (100)
n=0
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10.6.1 Erzeugungsoperator
Vor und nach dem Erzeugungsoperator wird eine 1 (Einheitsoperator) eingeschoben:

Z [m) {m] a' |n) (nl (101)

m,n=0
amn

Das Matrixelement berechnet sich zu

al = {(mla'|n) =vn+1(mn+1) =vVn+1 6mnn (102)

Der Erzeugungsoperator dargestellt durch die Basisvektoren

:i|n+1> vn+1(n| (103)

Somit ergibt sich die Matrizdarstellung des Erzeugungsoperators bzgl. der Besetzungsei-
genbasis (alle nicht angegebenen Elemente sind gleich 0)

0
V1 0
at = V2 0 (104)
V3 0

10.6.2 Vernichtungsoperator

Durch analoge Rechnung erhélt man fiir den Vernichtungsoperator

a= Z lm) m| In) ( Z M) /1 Opgin (0| = Zm 1 (n+1]  (105)

m,n=0 m,n=0

Dabei wurde das Matrixelement schon eingesetzt

Amn = <m’ a ’n> - \/ﬁ<m’n — 1> = \/ﬁ 5m,n71 = \/ﬁ 5m+1,n (106)
Matrixdarstellung des Vernichtungsoperators bzgl. der Besetzungseigenbasis
0 V1
0 V2
a= 0 V3 (107)
0o -

Man erkennt, dass die Matrix a' genau die transponierte von a ist. Dies ist verstindlich, da
die beiden Operatoren zueinander adjungiert (= transponiert + komplex konjugiert) sind.
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10.6.3 Besetzungszahloperator

Matrixelement des Besetzungszahloperators bzgl. der Besetzungseigenbasis

Ny = (m| N'|n) =n{m|n) =n oy, (108)

alternativ mit den Leiteroperatoren

Npm = Z ainkaim = Z vk +1 5m,k+£ﬁ 5k+1,73 =1 Omn (109)
k=0 k=0 Y g

T Akn

Ak

Matrizdarstellung des Besetzungszahloperators bzgl. der Besetzungseigenbasis

N = 5 (110)

Hamiltonoperator des harmonischen Oszillators
Matrixelement des Hamiltonoperators fiir den harmonischen Oszillator bzgl. der Beset-
zungseigenbasis bzw. der Energieeigenbasis

Hyp = (ml H |n) = (m] he (N + %) In) = hw (n + %) (mln) = Fuw (n + %) S (111)

Matrizdarstellung des Hamiltonoperators fiir den harmonischen Oszillator bzgl. der Beset-
zungseigenbasis bzw. der Energieeigenbasis

1
2 1+1
H— b P (112)
2

Da die Operatoren N und H hermitesch sind, folgt dass die zugehorigen Matrizen bzgl.
der Eigenbasen symmetrisch sind.

10.7 Eigenzustdnde bosonischer Kletteroperatoren

Die Eigenzustinde des Vernichtungsoperators sind die kohérenten Zustédnde |a). Der Ver-
nichtungsoperator a erfiillt folgende Eigenwertgleichung

ala)y = ala) (113)

Der Erzeugungsoperator erfiillt folgende Eigenwertgleichung, mit einem Linkseigenzustand
(Bra-Eigenzustand)

(aa’ = a* (a] (114)

Der Vernichtungsoperator a kann im Gegensatz zum Erzeugungsoperator a' Rechtsei-
genzustande (Ket-Eigenzustinde) besitzen. Der Erzeugungsoperator erhoht die minimale
Teilchenzahl eines Zustandes im Fockraum um eins; der damit entstandene Zustand kann
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also nicht der urspriingliche sein. Dagegen verringert der Vernichtungsoperator die maximale
Teilchenzahl um eins; da ein Zustand im Fockraum aber Komponenten aller Teilchenzah-
len (auch beliebig hoher Teilchenzahlen) beinhalten kann, ist damit nicht verboten, dass a
Eigenzustédnde besitzt. Dies sind die kohédrenten Zusténde.

Der kohérente Zustand |a) ergibt sich als Linearkombination von allen Zustédnden fester
Teilchenzahl |n) nach:

lel? o= Q" o2 o o (af)" _lal® ot
la) = e T;mm)_e %mmm)_e e |0) (115)

Dabei ist « eine nichtverschwindende komplexe Zahl, die den kohérenten Zustand
vollsténdig definiert. |Oz|2 ist der Erwartungswert der Besetzungszahl des kohédrenten Zu-
standes. Kohérente Zustdnde haben minimale Unschéirfe und bleiben bei Zeitentwicklung
koh&rent. Mit ihnen lédsst sich die elektromagnetische Welle einer Laser-Mode am besten
beschreiben.
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